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Résumé

Dans cet article, on démontre que les polynémes de Tchebyshev for-
ment une base de Schauder de l'espace des fonctions de classe C*° sur
Uintervalle [—1, 1]. Ensuite, on construit un opérateur d’extension linéaire
continu explicite de C*° ([—1,1]) dans C§° ([—2,2]). Il s’agit de résultats
dus a B. S. Mityagin. Ils jouent un réle important dans certains travaux
récents et sont présentés ici de fagon & étre accessibles aux étudiants de
Mathématiques Spéciales. Ce travail sera ['occasion de présenter quelques
résultats classiques : une inégalité de Markov et la formule de Faa di
Bruno.

Mots clés : Polyndémes de Tchebyshev, théoréme d’extension de
Whitney, opérateur d’extension linéaire continu, propriété de Markov, for-
mule de Faa di Bruno, bases de Schauder.

1 Introduction

Certains problémes d’extension dans la classe C°° peuvent étre posés de
fagon assez simple. Par exemple, la question de I'extension au-dessus d’un point
est bien connue puisqu’il s’agit du théoréme de Borel ([2]).

Théoréme 1 (Borel) Soit (up),,, une suite de réels. Il existe une fonction f

appartenant & C* (R) telle que, pour tout entier p, on ait u, = @ (0).

On dit que l'on a réalisé I'extension au-dessus du singleton {0}.

Si on s’intéresse a l'extension au-dessus [—1, 1], il s’agit de la question suiv-
ante : si f est une fonction de classe C™ sur [—1, 1], existe-t-il une fonction ]7,
de classe C*° sur R, telle que I'on ait J?\[71,1] = f 7 Il est facile de constater que
la réponse a cette question est oui. Pour cela il suffit d’appliquer le théoréme
de Borel aux extrémités de 'intervalle, c’est-a-dire aux suites ( f® (_1>)p>0 et
(@ (1))p>0. Malheureusement ce procédé ne permet pas d’obtenir un opéra-
teur d’extension linéaire continu car il n’en existe pas au-dessus d’un singleton
(voir 'annexe 2).
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Dans cet article, on construit de fagon explicite un tel opérateur pour ’extension

au-dessus de [—1,1]. La méthode comporte deux étapes : on cherche d’abord
une base de Pespace C* ([—1, 1]) puis, en étendant convenablement les éléments
de cette base, on obtient 'opérateur désiré.

2 Les polynémes de Tchebyshev et I’'inégalité de
Markov pour le segment [—1, 1]

2.1 Les polynémes de Tchebyshev

Dans ce paragraphe on définit les polynémes de T'chebyshev et on démontre
quelques propriétés élémentaires utiles pour la suite de cet article.
Soit n € N, pour tout = € [—1,1], on pose T, (z) = cos (narccosz). On a

T, (x)

Re (cos (arccos z) + i sin (arccos z))"
:Re(a:—H 1— 22 )n

= Re (;;) (Z) (1—2?) az"_k>
- ki_o (Z) (a2 —1)% ok,

k pair

(Ve

Ainsi, T,, est un polynoéme de degré n, c’est le polynome de Tchebyshev de degré
n. On continuera a le noter T,, lorsqu’il est défini sur R.

Les trois propriétés suivantes sont immédiates.
Propriété 1 Pour tout z € [-1,1], T, (x) € [-1,1].

Propriété 2 Pour tout x € R, T, (—z) = (—=1)" T, (x); le polynéme T,, a donc
la parité de n.

Propriété 3 La suite de polynomes (1), (X)), vérifie
Th(X)=1,Th(X)=X
et, pour tout entier n > 2,

T, (X) =2XTh (X) —Th2 (X) (1)

Proposition 1 Soit n € N, pour tout x € [—1,1], on a

T, (x)] < n’.
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Démonstration. L’égalité T, (cost) = cos (nt) implique que, pour tout ¢t € R,
on a (sint) T} (cost) = nsin (nt). En posant ¢t = arccos z lorsque x € |—1, 1[, on
obtient T (z) = 2820 o done |T7, (x)] < n2. On termine la démonstration

sint
en utilisant la continuité de T, sur [—-1,1]. =

Proposition 2 Pour tout entier n et pour tout x € R\ [-1,1], on a

{(x+\/ﬁ)n+(x— x2—1)n}. (2)

T (x) = 5

Démonstration. Cette formule se démontre en utilisant la relation (1). En

effet, lorsque x est fixé, la suite (77, (2)),,~, est une suite récurrente linéaire
d’ordre 2 dont 'équation caractéristique est r? = 2zr — 1. ®

2.2 Une inégalité de Markov pour le segment [—1, 1]

Dans cette partie, on se propose de démontrer 'inégalité de A.A. Markov
pour le segment [—1, 1], en suivant la méthode de M. V. Golitschek [4]. A partir
d’ici n désigne un entier naturel.

Notation 1 Si I est un segment et si ¢ est une fonction continue sur I, on pose

6]l = sup o (£)] .
tel

Définition 1 On dit que T est un polynoéme trigonométrique de degré inférieur
ou égal a n, s’il existe ¢, aq, ..., an, b1, ..., b, € R tels que

Vit e [-m,7],T(t) =c+ Z (a; cos (jt) + bjsin (jt)) .

Lemme 1 Si T est un polynome trigonométrique de degré inférieur ou égal a
n et si HTH[_TM] <1,ona

Vt € [~m,m], T2 (t) + n?T? (t) < n?.

Démonstration. Si n = 0, alors le polynéme trigonométrique 7" est constant
et 'inégalité est satisfaite.

On suppose que n > 0. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que
t=0et que TV (0) > 0. Soit o = %(T(O)). Considérons la fonction définie
par S (t) = sin(n (¢t + «)) — T (t), c’est un polynome trigonométrique non nul
de degré inférieur ou égal a n.
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(2k—1)

Si on pose, pour tout k € [[-n,n — 1]], t, = —a + 5=, alors
S (tr) = sin (n <—a - (ZkT_ll)ﬂ—i— a)) -T (—a + <2kT_ll)7r)
=cos (—km) =T (—a + @kT;Dw)
= (-1 (a + %w)
et, puisque ||T'f|_, 4 <1, on a ‘T (—a+ %ﬂ')) < 1. Donc S (t) est du

signe de (—1)k+1. Alors, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, pour

tout k € [[-n,n — 1]], il existe ¢; € ]tk, tp+1] tel que S (cx) = 0. Le polynéme
trigonométrique S n’a pas d’autre valeur d’annulation dans |—m,n[. (Sinon
on pourrait construire un polynéme complexe non nul ayant trop de racines.)
D’autre part tg < 0 < 1 et S(0) = 0, donc ¢g = 0. De plus Sy, (¢1) > 0 car
S, (t1) est du signe de (—1)*. L’inégalité S’ (0) < 0 impliquerait 'existence
d’une autre valeur d’annulation de S dans ]0,¢;[. On a donc S’ (0) > 0. Ainsi

0<T"(0)=ncos(n(0+a))—2S5(0)

et donc
T' (0) < ncos (na) = ny/1 —T2(0),

ce qui termine la démonstration. m

Théoréme 2 Si T est un polynéme trigonométrique de degré inférieur ou égal
an, ona
Vi € [—m,m], T (t) + n®T? (t) < n?||T)|?

[_71'771'] ’

Démonstration. Soit ¢ € [, 7] et soit A > ||T]|; en appliquant le lemme

—m,7])
1a %, on obtient

T (t) +nT2% (t) < n?\2
On conclut en faisant tendre A\ vers HT||[277TJ]. ]

On en déduit immeédiatement le résultat suivant.

Théoréme 3 (inégalité de Bernstein) SiT est un polyndme trigonométrique
de degré inférieur ou égal a n, on a

1Ty < PMT M e -

_71-77.-] =

Corollaire 1 Pour tout polynome P appartenant a R, [X], on a

Vo € ]-1,1[,|P' (z)] < PPy
Y S Vi
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Démonstration. Soit T le polynome trigonométrique défini par T (t) = P (cost).
Alors, d’apres le théoréme précédent, pour tout ¢ € [—m, 7|, on a

T O < Tz = 21PNy -

Or T’ (t) = — (sint) P’ (cost) donc |T" (t)| = ]\/1 — 22 P (m)‘, en posant r =
cost. Ainsi |V1—22P (z)| <n [Pll[—1,- ™

Maintenant on peut énoncer et démontrer le théoréme de A. A Markov pour
le segment [—1,1].

Théoréme 4 Pour tout polynéme P appartenant ¢ R, [X], on a
1P 1,0y < 722 [Pl 1y -

Démonstration. On peut supposer que n > 0 (sinon il n’y a rien & montrer).
1 suffit de prouver que si [|P[|;_; ;; <1, on a

Vo € |-1,1[, |P’ (z)| < n?. (3)
En effet, par continuité, (3) implique
||P/H[71,1] <n’.

Ensuite, comme pour la démonstration du théoréme 2, on conclut en appliquant
ce résultat a £ avec A > ||T| et en faisant tendre X vers ||T.

On suppose donc que [|P[|_; ;; <1 et que = € |-1,1[. On pose z = cos 3,
alors /1 — 22 = sin o > % (Cela provient de la concavité de la fonction sin
sur [0, &=].)

a) Si |z| < z, d’apres le corollaire 1, on a

nl||P n||P
Py < Pl 2Pl

P .
<< — Ll <ntp)

b) Si |x| > z, sans restreindre la généralité, on peut supposer que z < x < 1
et que P’ (z) > 0. Deux cas sont alors possibles.

i) Si P(xz) > T, (x), alors, en utilisant le lemme 1 avec T (t) = P (cost) et
T = cost, on obtient

w) <« M A_72 (t) = L\/l — P2 (cost)

sint | ~ |sint| |sin ¢|

[P’ (z)] =

donc

P ()] < = A= T2 (eost) = MO i ) < 2,

| <= .
|sin ¢| |sin |

ii) Si P (x) < T}, (x), alors le polynéme T, — P est du signe de T;, aux points
extrémaux de T,. En effet, si on pose y = cos ’%, pour tout k € [[0,n]], alors,
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puisque [|[P[|_; ;; <1, (T, — P) (y) est du signe de (=1)*. Donc T,, — P a au
moins n — 1 zéros dans [—1,y;[. Comme T,, — P change encore de signe entre
y1 et x, il a aussi un zéro « dans Jy;,x[. Ainsi T,, — P a n zéros deux & deux
distincts dans [—1, a]. Donc, en utilisant le théoréme de Rolle, on voit que tous
les zéros de T), — P’ sont dans |—1, f, il s’ensuit que T, — P’ est de signe constant
sur [a, +oo[. Or T (o) — P’ (o) =0 et (T}, — P) () > 0 donc T), — P’ > 0 sur
[ar, +0o[. Ceci implique 0 < P’ (z) < T/ (z) <n? =

Remarque 1 En considérant les polynomes de Tchebyshev on peut facilement
vérifier que I'inégalité du théoréme 4 ne peut pas étre améliorée.

En réitérant on en déduit le résultat suivant.
Proposition 3 Soit P appartenant a R, [X], pour tout entier k, on a
pr)H[_l )5 n*(n—1)7%..(n—k+1)°|Pl_,- (4)
En particulier, pour tous p et n, on a

‘ 7

n

< n?P, 5
g =P (5)

Remarque 2 L’inégalité (4) de la proposition précédente n’est pas optimale.
Des versions plus précises sont données dans [3] p. 131 ou [9] p. 123. Ici nous
n’aurons pas besoin de ces raffinements.

2.3 Majorations au voisinage du segment [—1, 1]

Théoréme 5 Soit P (X) appartenant a R,, [X], alors, pour tout réel x, |x| > 1,
on a

1P ()] < T (@) 1Pl -1,y - (6)
Démonstration. Soit M > [|P[|_; ;; et soit € € {—1,1}. Le polynome MT, +
eP est du signe de T,, aux points extrémaux de T, (les réels yx = cos %’r,

k € [[0,n]]). Il a donc n zéros deux & deux distincts dans [—1,1] et, puisqu’il
appartient a R, [X], il n’a pas d’autre zéro. Comme (MT, +cP) (1) = M +
eP(1) >0,ona MT, +¢P > 0 sur |1,4+o00] et donc |P| < MT, sur |1,4o0].
En remplacant P (X) par P (—X) et en utilisant la parité de T,,, on en déduit
que |P| < M |T,| sur |—oo, —1[. Ainsi

v ¢ [_1’1] ’ |P($)| < M‘Tn ($)|

On conclut en faisant tendre M vers ||[P|[_; ;). =

Nous allons maintenant terminer ce paragraphe en établissant des majora-

tions des polynémes TP au voisinage du segment [—1, 1].
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Proposition 4 Siz € {—1 = H#’ 1+ ﬁ}, alors, pour tout p € N, on a
’T,(Lp) (1’)’ < en?P, (7)

Démonstration. Compte tenu de I'inégalité (5) il n’y a rien a prouver lorsque
x| < 1.
D’apres I'inégalité (6), pour tout z € R\ [—1,1], on a

< T, ()| n? (n—1)%...(n—p+1)>.

T(P) ‘ < T, ‘
T @) < 1T @ |70 | <

T’r(zp)

Sil<|z|<1+ ﬁ, la proposition 2 donne

T )] = T () = 5 [(Iol + Va2 = 1)+ (ol - Va2 —1)]

1 1\
1 1 —
+1+n2+\/< +1+n2>
Or

1+1+1+121—1+1+2+12
14+ n2 14 n? o 14+ n? 14+ n2 14+n2)°
2
Pour v/3 < n, on a 1_‘_1n2 + H_an + (Hlng) < 2,/#. Donc, lorsque 1 <

|x|§1+#etn22,ona

1\ 0" _

Il s’ensuit que, si 1 < |z| <1+ rlnga on a

IN

)T}f) (x)) <eln?(n—1)%...(n—p+1) < e2n?.

Enfin, pour n = 0 ou n = 1 cette derniére majoration est vraie. ®

3 Une base de Schauder absolue de 1’espace de
Fréchet C (|1, 1]) = (Yoo C* (|1, 1]
Notation 2 Dans tout ce paragraphe, si g € C*° ([—1,1]), on note, pour tout

entier k,

lgll ) = max

QH
ey
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Remarque 3 Pour tout entier £, |||, est une norme sur I’espace Ck ([-1,1)).
Muni de cette norme, C* ([—1,1]) est un espace de Banach.

Remarque 4 L’espace C* ([—1,1]), muni de cette famille de normes, est un
espace de Fréchet. Aucune notion sur ces espaces n’est nécessaire a la com-
préhension de cet article, hormis la définition de la continuité d’une application
linéaire entre deux espaces de Fréchet qui sera donnée au paragraphe 4. Le
lecteur qui désir un cadre topologique plus familier peut simplement considérer
que C* ([—1,1]) est muni de la topologie induite par la distance

4 CS (L ) = Rys(fg)  3 elTI
=21+ f =gl

Il est facile de vérifier que (C*° ([—1,1]),d) est un espace métrique complet.
Nous n’aurons pas besoin d’entrer dans ces détails que le lecteur pourra trouver,
par exemple, dans [6].

Notation 3 Si f est une fonction contintiment dérivable sur [—1, 1], on pose

o) =5 | " (f o cos) (1) de

:% .

et, pour tout n € N*,

an (f) = —/7r (f o cos) (t) cos (nt) dt.

—T

On démontre tout d’abord un lemme fournissant le développement de Tcheby-
shev d’une fonction de classe C'.

Lemme 2 Soit f une fonction contindment dérivable sur [—1,1], pour tout
x€[-1,1], on a

+oo
f@)= " an(f)Tu(2). (8)

Démonstration. La fonction ¢ — f (cost) est paire, 2m-périodique et contint-
ment dérivable. En utilisant le théoréme de Dirichlet, on obtient, pour tout
t €R,

+oo
f (cost) = Z an, (f)cos (nt) .
n=0

Si z € [-1,1], en posant ¢t = arccosz, on a

+oo “+oo
f(zx)= Zan (f) cos (narccosz) = Zan (f) T (x).
n=0 n=0
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Remarque 5 Le théoréme 6 qui constituera le résultat principal de ce para-
graphe va montrer que la série (8) converge «normalement» dans I’espace C* ([—1, 1]).

On rappelle le résultat suivant, il s’agit de la formule de Faa di Bruno pour
la dérivation de la composée de deux fonctions de classe C°°. Sa démonstration
est donnée dans ’annexe 1.

Proposition 5 Soient f et g deux fonctions de classe C*° sur R. Pour tout
entier v strictement positif et tout réel x, on a

(Fog)™ (z) :i 9 (g (x)) Z c, 11[ <g(s) (@)js o)
3! T |

7! ! s!
i=1 JEJir s=1

en posant Ji, = {(j1,....jr) EN", D sjs =1 et Y., js=1}. De plus les
constantes Cj; » vérifient

r—1
Z CJ,i,r = <Z— 1)

JeJi r

Lemme 3 Soit f une fonction appartenant & C* ([—1,1]), pour tout n € N*
et toutr €N, on a

r!
lan (NI < = 1 fllry 2 (10)

Démonstration. On suppose que r est strictement positif (sinon le résultat
est évident). En effectuant r intégrations par parties, on obtient

an (f) = ﬂ/” (f ocos)™ () cos (nt) dt sir = 2p

T
™" J_,

ou
1 T
an (f) = ﬂ/ (f 0cos)™ (t)sin (nt) dt sir = 2p+ 1.

p
™ ,W

Or, d’apreés la formule de Faa di Bruno, on a
(fo009) ™ (1) N~ [ FPeos®) ~ o 17 (Lo @)"
7l =2 il > Cur]l !
i=1 Jei s=1
Il s’ensuit que

[(f 0cos) (1)
sup —— <2771 gu

||f(i)
teR 7! ogigr

[
T et e i

Enfin, on conclut en intégrant la majoration ainsi obtenue. m

Voici le théoréme principal de ce paragraphe :
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Théoréme 6 a) Le systéme {(Tn)nzo , (an)nzo} est biorthogonal dans C* ([—1,1]).
b) Pour toute fonction f appartenant ¢ C* ([—-1,1]), on a

+oo
Vo e [-L1],f (@)= an (f) T (2)

¢) Pour toute norme |||, il existe une norme ||.|| ) et une constante C' = 0
telles que l’on ait

Vf e ™ ( Zlan M Tallny < ClFlly - (11)

Démonstration. La biorthogonalité signifie que a,, (Tx) = 0p  (le symbole de
Kronecker). La vérification est facile, elle est laissée au lecteur. Ensuite, compte
tenu de (8), il suffit de prouver le troisiéme point.

Si h € N, I'inégalité (5) implique
(4)

n

7!

Vn € N, | Tnl )y = RES

[_171]
On pose r = 2h + 2, alors, d’aprés 'inégalité (10), pour tout n € N*, on a

(2h +2)!
lan (DN Tallny < 52z 220" [ Fllana)

1
E22h+2 2R+ 2) £l 2nt2) -

IA

Comme on a |ao (f)| < [|fll=1,1] < [Ifll2n+2) et To = 1, on obtient

Zlan )Tl ny (HZ )22“2 2k +2)! [ 1l 2n42)

ce qui démontre la relation (11). m

Remarque 6 Les trois propriétés du théoréme précédent expriment que le
systéme {(Tn)n>0 ) (an)n>0} est une base de Schauder absolue de 'espace de

Fréchet C*° ([—1,1]). Elles impliquent en particulier que, pour toute fonction f
appartenant & C* ([~1,1]), ona f = .7 a,, (f) T, avec convergence normale

de cette série dans tous les espaces de Banach (C’k (-1,1]), ||||(k))

4 Extension linéaire de C* ([-1,1]) dans C§° (R)

Dans cette partie, en multipliant les polynémes T,, par des fonctions tronca-
tures adaptées, on établit un théoréme d’extension linéaire di a B. S. Mityagin

([7)-
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Lemme 4 Il existe une suite (Tn) formée de fonctions appartenant ¢ C* (R)
n>0

vérifiant B B
e pour tout n € N, le support de T,, est inclus dans [—2,2] et Toj=1,1) = T,
e pour tout k € N, il eviste C € R} tel que, pour tout n € N, on ait

T,

< Cy || T . 12
< O ITall (12)

Démonstration. Soit u une fonction de classe C*° sur R, positive, nulle sur
R_ et égale a 1 sur [1,+oo[. Pour tout entier n, on considére la fonction définie
par u, () =1 —u ((1+n?) (Jz| —1)). C’est une fonction de classe C> sur R,
positive, a support dans |—1 — H#’ 1+ ﬁ], égale a 1 sur [—1, 1] et vérifiant,
pour tout k € N,

7!

ul® ()

1!

<(1+ n2)k max sup

gy = max  sup

isk w;‘w|§1+_1+1”2

Pour tout n € N, on pose Tn = Thu,. Soit k € N et soit 1 € N avec 1 < k,
en utilisant la formule de Leibniz et 'inégalité (7), pour tout € R, on a

(Toun)" (x) Ln?
— <> e lunlly (1+n%)
1=0 :

i 70 (@) MG ()
1! !

I 6’—1)

1=0
< 2 (1 —|—n2) HuH(Z) Z il <el (1+ n2) HUH(Z) .
=0 "

Comme la suite (||u\|(l)) Lo ot croissante, on a
i>0

(Thun) K

[Tunll k) = max sup % <e? (1+n?) llull k) -

zeR

On suppose que n > 1. D’aprés la propriété de biorthogonalité du théoréme 6,
on a ay, (T,) = 1. Donc, d’apres 'inégalité (10),

n** < 22 (26)! | T | o,

et donc
(1+02)" < (20%)" < 2% 20! Tl
Ainsi
I Tntinll gy < llull gy €72°% 1Tl oy -
Comme Ty = 1 et [lug|| ) = ||ullx), I'inégalité précédente est vraie pour n = 0.
|

Voici le résultat principal de ce paragraphe, il s’agit du théoréme d’extension
linéaire suivant.
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Théoréme 7 Il existe une application linéaire continue U, de C* ([—1,1]) dans
C§° ([—2,2]) telle que, pour toute fonction f appartenant a C* ([—1,1]), on ait

VkeN,Vz e [-1,1], U ()™ (@) = f® (2).

Ici C§° ([—2,2]) désigne 'ensemble des fonctions de classe C* sur R, & sup-
port dans [—2,2]. Bien siir, on a posé

 (HNH"™

U £y = max ]| =5

i<k

[_272]

Pour tout entier k, (C’é€ (-2,2), ||H(k)) est un espace de Banach. Muni de la

famille de normes (||.||(k))k> , C§° (]—2,2]) est un espace de Fréchet; il peut
>0
lui aussi étre muni d’une distance lui conférant une structure d’espace métrique

complet.
La continuité de l'application linéaire U signifie que pour tout &' € N, il
existe k € N et C € RY tels que, pour toute fonction f € C* ([-1,1]), on ait

1T (Al gy < C NNl gy - (13)

C’est, pour les espaces de Fréchet, 'analogue de la caractérisation de la con-
tinuité pour une application linéaire entre deux espaces de Banach. (Voir [6]
proposition 22.6.)

Démonstration. On considére I'application qui & f associe

+o0
U(f)= an(f) T (14)

Si k' € N, alors, d’apres (12), on a ‘ T,

avec h = 2K/,

) <Cy HTnH(%,) et, en utilisant (11)

+00 _ s
3w DT, < €S lan (DTl < O 17y
n=0 n=0
La série (14) converge normalement dans tous les espaces de Banach (C{f/ (=22, Il k,))

et définit donc une fonction appartenant a C§° ([—2, 2]). L’inégalité (13) est sat-
isfaite. m
5 Commentaires

Le théoréme 7 constitue une étape importante dans la longue histoire des
théorémes d’extension de type Whitney. Le théoréme d’extension de Whitney
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peut étre compris comme la réciproque du théoréme de Taylor. Précisons un
petit peu en nous limitant aux cas des fonctions d’une seule variable.

Dans tout ce qui suit K désigne un compact non vide de R.

Un jet F sur K est la donnée d'une suite (F(j))j <y de fonctions continues
sur K & valeurs dans R. Soient p € N, j € N tels que j < pet ((,z) € K?, on
définit le reste de Taylor R}V F (x) par

RIPF (x) = FY) () = 3 5 (2 = Q) FUT ().
0

bS]
<

B
i

On dit que F est un jet de Whitney de classe C*° g’il vérifie la condition de
Taylor suivante :

pour tout couple d’entiers (p, j) € N? tel que j < p, si |z — (| tend vers 0
avec (x,¢) € K2, on a

Ré’pF(:r) zo(uf(\p_j).

Un exemple typique de jet de Whitney de classe C*° est donné par la restriction
d’une fonction de classe C'*° sur R via I'application de restriction suivante :

R [ (f‘(f]2>jeN'

Le théoréme d’extension de Whitney ([10]) affirme que application Ry est
surjective. En d’autres termes il dit qu'un jet de Whitney de classe C'°° provient
d’une fonction de classe C*° sur R. Si K est un singleton il s’agit du célébre
théoréme de Borel (le théoréme 1 rappelé dans l'introduction).

Ensuite on peut se demander sous quelles conditions ’extension peut étre
réalisée par un opérateur linéaire continu. Un tel opérateur n’existe pas en
général, pour s’en convaincre il suffit de considérer le cas ou le compact est
un singleton. La réponse a cette question dépend de la géométrie du compact
puisque le théoréme 7 montre que, lorsque le compact est [—1, 1], un tel opéra-
teur existe. De plus, dans ce cas, il est donné par une construction explicite.

Si on s’intéresse aux autres résultats fournissant une preuve constructive il
convient de mentionner les travaux de W. Pawlucki et W. Ple$niak. Ils ont
construit dans [8] un opérateur d’extension linéaire lorsque le compact K vérifie
la propriété de Markov suivante :

pour tout polynoéme @ et tout entier j, on a

sup [QV) (@)| < M (deg Q)" sup Q ()
zEK rzeK
avec des constantes M et r qui ne dépendent ni de @ ni de j.

Leur méthode est basée sur I’approximation & ’aide de polynémes de La-
grange.

Des résultats similaires ont été obtenus récemment par A. Goncharov dans
[5], pour des compacts irréguliers de R ne vérifiant pas nécessairement la pro-
priété de Markov. Bien que plus compliquée, la construction est semblable a
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celle qui a été donnée ici pour le théoréme 7 : il construit une base de ’espace
des jets puis il étend individuellement les éléments de cette base.

Pour terminer ces commentaires, on peut mentionner que d’autres travaux
concernent les problémes d’extension dans des sous-algebres naturelles du C* :
les classes ultradifférentiables. Ce sont des ensembles de fonctions infiniment
dérivables, définis par des conditions de croissance des dérivées. (Comme par ex-
emple les classes de Gevrey qui sont importantes dans les problémes d’équations
aux dérivées partielles.) Pour extension au-dessus d’un singleton, avec les nota-
tions du théoréme 1 de 'introduction, il s’agit de la question suivante : si la suite
(up)p>0 vérifie des «conditions de croissance», peut-on construire une fonction
f dont les dérivées vérifient des «conditions analogues»? Le lecteur intéressé
pourra consulter [1] ot sont présentées les principales classes ultradifférentiables
ayant de bonnes propriétés d’extension.

6 Annexe 1 : la démonstration de la formule de
Faa di Bruno

Ici, on reprend les notations de la proposition 5. Sans restreindre a la
généralité, on peut supposer que z = 0 et que g (0) = 0.
Le coefficient de z" dans le développement limité de f o g (z) en 0 est

(fo9)™ (0
7! ’

C’est aussi le coefficient de " dans le polynome

D (0) (<~ g (0) L\
> Z-!()@gs!()x)-

On rappelle la formule du multindme qui s’écrit

. o
K3 -
(x1 4+ ..+ x) = E — .l
(G15meendr) ENT tq T Ly go=i”

On a donc

s=1

(jl,...,jT)GNT tq 22:1 Js=1

Donc le coefficient de z" dans >_._, 190 (ZT 9 (0) :cs) est

! s=1" 3l
ZT: f9(0)
~ 7!

i ﬁ g™ (0) Je
il LU

(J1-53r)ENT tq 30 Je=i et 357 _y sjs=r
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soit

= (190 S RION
7! CJ’i’TH< s! )

i=1 ’ JeJ;i r s=1

en posant
T T
Jir = {(jl, rdr) ENTY Tsjo=ret > jo= z}
s=1 s=1

et, pour J = (.jlv '~~7j7") S Ji,rv
7!
Crir= 7
J1eeeJre

Il reste a montrer la formule combinatoire concernant les coefficients Cj; ..

Pour tout A € R, on considére la fonction fy : t +— ﬁ On considére

()
aussi la fonction g t — . Alors, pour tout entier s > 0, < (0) =1 et, pour
0!
tout entier 1, L © i! = \’. Donc la formule (9) donne, pour tout entier r > 0,
oy
R 2 P
JeJ;

D’autre part f) og(z) = = 1_(1/\’4?1)36, on peut donc développer frog
en série entiere au voisinage de 0 (le rayon de convergence est Ry = -5 +1 > 0).
On obtient, pour tout = € ] A+1’ A~1H [

frog@ =Y (A+Da)" = (A+1)z)"

k>0 k>0
_1+Z(A+1 A+ 1)k ) k

k>1

=1+ A+ Ak,

k>1

Le coefficient de 2" dans cette série entiére est (A + 1)“1 A et il est égal a

—(f*OgT)!(T) O Ainsi

v/\eR*,iAi o Crin | =+ N

i=1 Jedi,,
L’égalité précédente ayant lieu pour une infinité de réels A, elle implique que
> ses. . Crir est le coefficient de A" dans le développement de (A + DY

c’est donc (::11)
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7 Annexe 2 : il n’y a pas de version linéaire
continue du théoréme 1

Dans ce paragraphe, on note RY I'espace des suites de réels et on définit sur cet
espace une topologie construite sur le modeéle de celle de 'espace des fonctions
de classe C* sur [—1,1]. On démontre ensuite que 'extension au-dessus du
singleton {0} ne peut pas étre réalisée & 'aide d’un opérateur linéaire continu,
de RY dans C* ([-1,1]). (La topologie de I’espace C*> ([—1,1]) a été définie au
paragraphe 3 ; on prend cet espace a la place de C*° (R) juste par commodité,
pour ne pas avoir & définir la topologie de C* (R).)
Siu= (up)p>0 est une suite de réels, on note, pour tout entier k,

Uj
HUH%]:InmJQT.

i<k
On définit ainsi une famille de semi-normes (”'H[’“])k o Sur RY. L’espace RY
€
est lui aussi un espace de Fréchet dont la topologie est induite par la distance

+oo 1 ||U_UH[;€]

k=0 ?m, pour tout Couple de suites

obtenue en posant d(u,v) = Y.

(u,v).
On suppose qu'il existe une application linéaire continue

U:RY = 0 ([-1,1])

telle que, pour toute suite de réels u = (up)p>0, on ait

Vp € N, (U (w)® (0) = u,.

Comme au paragraphe 4, la continuité de 'application linéaire U signifie que,
pour tout & € N, il existe k € N et Ce R tels que, pour toute suite de réels
u, on ait _

||U(U)H(k') <C HUH(k)'
(C’est encore la proposition 22.6 de [6].) En particulier, en choisissant k' = 0,
il existe k e Net C € R tels que, pour toute suite de réels u, on ait

sup U (u) (8)] < C llul -
te[—1,1]
Maintenant, si u est la suite définie par up, = 0sip < kousip > k+ 2 et
U1 = 1, alors [Juf| ;) = 0 et donc la fonction U (u) est nulle sur [—1,1]. Mais

ceci n’est pas possible puisque (U (u))(kH) (0)=1.
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